Egzamin 01.02.2020 — zadanie 3

(rozwigzania poprawne i bledne)

Zadanie 3. W przestrzeni R? definiujemy zbiory:

H = {(z,y,2) : zy* — z = 2020},
S = {(cost,sint,t) : t € R},
M = {(:v,y, Z) :dteR T(a:,y,z)H 1 T(cost,sint,t)S}-

Opisa¢ zbiér M i rozstrzygnaé, czy jest podrozmaitoscia (klasy C1) w R3.

Rozwigzanie. Rozumowanie podzielimy na trzy naturalne czesci: opis zbioréw H, S
iM.

OPis H (WARIANT I). Zbiér H jest wykresem gladkiej funkcji h(z,y) = xy? — 2,
to znaczy H = {(x,y,h(z,y)) : x,y € R}. Stad H jest dwuwymiarowa podrozma-
itoscig, a dla (z,y,2) € H baza przestrzeni liniowej T{,,.)H jest para wektoréw

(1,0,0:h) = (1,0,5) i (0,1,0,h) = (0,1, 2zy).

OP1s H (WARIANT II). Zbiér H jest poziomica gtadkiej funkcji h(z,y, z) = zy? — 2,
to znaczy H = h™1(2020). Co wiecej, gradient Vh(x,y,2) = (y?, 22y, —1) nie znika
dla zadnego (z,y,z) € R3. Z twierdzenia o submersji wnioskujemy wiec, ze H jest
dwuwymiarows podrozmaitoscig, a dla (x,y, 2) € H przestrzen liniowa T(, , .\ H jest
dopeieniem ortogonalnym prostej wyznaczonej przez wektor Vh(z,y, z) = (y?, 2zy, —1).

OpPIS S (WARIANT I). Zbiér S jest wykresem gladkiej funkcji s(t) = (cost,sint),
to znaczy S = {(s(t),t) : t € R}. Stad S jest jednowymiarowa podrozmaitoscia, a dla
t € R przestrzen liniowa T{cos ¢ sint,¢)S jest rozpieta przez wektor (s',1) = (—sint, cost, 1).

OpP1S S (WARIANT II). Zbior S jest poziomica gladkiej funkcji s(z, y, z) = (x—cos z, y—sin z),
to znaczy S = s71(0). Co wiecej, rézniczka

1 0 sinz
e

— COS 2
ma rzad 2 (maksymalny) dla kazdego (x,vy, 2) € R®. Z twierdzenia o submersji wnio-
skujemy wiec, ze S jest jednowymiarowa podrozmaitoscia, a dla (z,y,z) € S prze-
strzen liniowa T{,, . H jest jadrem ds(z,y, z), a wiec dopelnieniem ortogonalnym
przestrzeni rozpietej na wektorach (1,0,sinz) i (0,1, — cosz). Latwo zauwazy¢, ze
jest to dokladnie przestrzen liniowa rozpieta przez wektor (— sin z,cos z, 1).
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Opis S (WARIANT III). Zbiér S jest obrazem gladkiej funkeji s(t) = (cost,sint, t),
to znaczy S = s(R). Co wiecej, pochodna (wektor predkosci) s'(t) = (—sint, cost, 1)
nie znika dla zadnego t € R. Z twierdzenia o immersji wnioskujemy wiec, ze S jest
jednowymiarows podrozmaitoscig immersyjna. Doktadniej, dla kazdego ¢ € R istnieje
r > 0, dla ktorego s((t — r,t + r)) jest jednowymiarowa podrozmaitoscig oraz

Tswys((t —r,t+1)) =lin(s'(t)) = lin((—sint, cost, 1)).

Pozostaje zauwazy¢, ze zbiory S = s(R) oraz s((t — r,t + 1)) zgadzaja sie na pew-
nym otoczeniu s(t). Bardziej precyzyjnie, pierwszy z nich daje drugi po obcieciu
do otoczenia {(x,y,z) € R® : t —r < z < t + r}. Dzieki temu caly zbiér S jest
jednowymiarows podrozmaitoscig i

TsyS = Tswys((t —r,t + 1)) = lin((—sint,cost, 1)).

Opis M (WARIANT I). Rozwazmy dwa punkty (z,y,2) € H i (cost,sint,t) € S.
Zmajac bazy przestrzeni stycznych do H i S, warunek T{, -\ H L Ticostsint,)S moze-
my zapisaé¢ jako uktad réwnan

(—sint, cost, 1) - (1,0,y*) = 0,
(—sint,cost, 1) - (0,1,2xy) = 0.

Inaczej, y? = sint i 2zy = — cost. Jesli te dwa réwnania sa spelione, to
1= (sint)® + (—cost)® = (v*)* + (2wy)? = y* + 42%y°.

I odwrotnie, jesli y* + 422y? = 1, to istnieje t € R rozwigzujace uklad réwnan.
Zbior M mozna wiec opisa¢ przez dwa warunki (z,y,z) € H i y* + 42%y* = 1.
Jest zatem poziomicy gladkiej funkcji m(z,y, z) = (y* + 42%y*, xy? — 2), to znaczy
M = m~%(1,2020). Co wiecej, rézniczka
C[8xy? Ayt +8z%y 0

dm(x,y,z) - y2 2£L'y -1
ma 1zad 2 (maksymalny) dla kazdego (z,y, z) € M. Istotnie, z warunku y*+422y? = 1
wynika y # 0, a wiec 4y> + 8x%y = 4y(y? + 22°%) # 0, a stad juz otrzymujemy liniowa
niezaleznos¢ drugiej i trzeciej kolumny. Z twierdzenia o submersji wnioskujemy wiec,
ze M jest jednowymiarows podrozmaitoscia.

Opr1s M (WARIANT II). Gdyby znac opis przestrzeni normalnej (T{, .. H)*= = lin((y?, 22y, —1))
i przestrzeni stycznej T{cost sint,t)S = lin((—sint, cost, 1)), to warunek T(g y .y H L Ticostsint,t)S
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mozemy interpretowaé jako réwnoleglo$é wektorow (y?, 2xy, —1) i (—sint, cost, 1).
Ze wzgledu na ostatnia wspotrzedna jest to réwnowazne réwnosci (y2, 2zy, —1) = —(—sint, cost, 1).
Dalej rozwiazanie przebiega analogicznie.

Opis M (WARIANT III). Jesli warunek prostopadto$ci umiemy juz przeformultowaé

jako pare réwnan y? = sint i 22y = — cost, mozna opisa¢ M parametryzacja.

Zacznijmy od zauwazenia, ze z pierwszego rowniania wynika sint > 0. Przy pomocy

drugiego mozemy sie ograniczy¢ do sint > 0 (gdyz jesli y?> = sint = 0, to réwniez

cost = 2zy = 0). Mozemy wiec w terminach ¢ € (0,7) wyliczyé y = ++/sint,

a nastepnie x = —%Zt i 2z = xy? — 2020. Ostatecznie, oznacza to, ze
M = ml(]R) U mg(R),

cost
dzie mq(t) = | — ,Vsint, —1 costv/sint — 2020 | ,
gdzie ma (1) ( 2emi VI TR oSy

cost
me(t) = ,—Vsint, i costVsint — 2020 | .
2(1) <2x/sint 2 )

Przy odrobinie wysitku mozna uzasadni¢, ze rzeczywiscie jest to jednowymiarowa
podrozmaito$¢ (powolujemy sie na twierdzenie o immersji, zauwazamy monotonicz-
nosé¢ drugiej wspoétrzednej, rozdzielamy my(R) 1 ms(R) plaszczyzng y = 0). O




A teraz przyktadowe fragmenty btednych rozumowan.
e H jest poziomicg funkcji h(x,vy, z) = zy* — 2, wiec

T(:r,y,Z)H = (Vh(a:, Y, Z))L = ((yza 2xy, _1))J—'

Wyjasnienie. Twierdzenie o submersji ma swoje zatozenia.

e S jest parametryzowane gladka funkcja s(t) = (cost,sint,t) o nieznikajacym
wektorze predkosci s'(t), wiec

Ty)S = lin(s'(t)) = lin((—sint, cost, 1)).

Wyjasnienie. To nie jest teza twierdzenia o immersji. Np. krzywa zadana przez
s(t) = (%t + cost,sint) spelnia podobne przestanki, a ma samoprzeciecia.

e S jest parametryzowane gtadka réznowartosciowa funkcja s(t) = (cost,sint,t)
o nieznikajacym wektorze predkosci §'(t), wiec

Ty»S = lin(s'(t)) = lin((—sint, cost, 1)).

Wyjasnienie. To nie jest teza twierdzenia o immersji. Np. krzywa na torusie za-
dana przez ztozenie t +— (t,+/2t) i (t,s) — ((24cost) cos s, (2+cost) sin s, sin t)
spetnia podobne przestanki, a jest gestym podzbiorem torusa.

o S={?+¢y*=1}.
Wyjasnienie. Nie, to jest powierzchnia walca {(cost,sint, s) : t,s € R}.

o S={2>+y*=1, z=cosz}.
Wyjasnienie. Nie, to jest suma mnogosciowa S i drugiej spirali {(cost, —sint,t) : t € R}.

o M ={(x,y,2):y* +42%y* =1}
Wyjasnienie. Nie, w punkcie (z,y, z) = (1,0, 0) nalezacym do powyzszego zbio-
ru nie ma nawet sensu warunek 7y ) H L Ticostsint,)S, gdyz (1,0,0) ¢ H.

o M ={(x,y,2,t): xy* — 2 = 2020, y* = sint, 2xy = —cost}
Wyjasnienie. Dodanie t jako dodatkowej wspotrzednej jest troche nie na temat;
w rezultacie nawet wymiar si¢ nie zgadza. To rozumowanie mozna jednak od-
ratowac — powyzszy zbior M’ C R? jest podrozmaitoécig (na mocy twierdzenia
o submersji), a M jego obrazem przy przeksztalceniu m(z,y, z,t) = (z,y, 2).
Pozostaje sprawdzi¢, ze dm(z,y, Z:t)|T<w,y,z,t)M’ ma trywialne jadro, co pozwala
uzasadni¢, ze M jest podrozmaitoscig.
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o M ={(x,y,t):y*>=sint, 2xy = —cost}
Wryjasnienie. Tym razem wymiar sie przypadkiem zgadza, ale tylko dzieki za-
pomnieniu o jednej wspotrzedne;j.

e M jest poziomicg funkcji gtadkiej m: R* — R i Vm(p) = (0,0,0) dla pewnego
p € M, wiec M nie jest podrozmaitoscig.
Wyjasnienie. Nie ma takiego twierdzenia. Np. funkcja (2 +y*+2%—1)? spelnia
podobne przestanki, a S? jest podrozmaitoscig mimo to.



